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Chapitre IT

— - Cinématique du point matériet - -
Il -1 Généralités

1-1 Définition

.La’ cinématique est l'étude des mouvements des corps
indépendamment des causes qui les produident. Elle s’appuie
uniquement sur les notions d’espace de temps.

C’est un repére particulier auquel est associé une échelﬁ: de
temps, En mécanique classique tous les repéres sont munis d’'une
méme horloge.

b) Evénement - mouvement;

- un événement est 'ensemble formé des coordonées d'un point et
de I'instant auquel il est repéré: M (%: 30208

- Un mouvement caractérise ’évolution au cours du temps d’un
point M et la vitesse a chaque instant sur sa trajectoire.

¢) Trajectoire d’un point matériel dans un référentiel

donné:

- C’est 'ensemble des positions successives du point matériel
dans un référentiel donné lorsque le temps s’écoule de fagon
continue.

- Représenration mathématique
* _En coordonnées cartésiennes
OM(t) = x(1).2% + y(t).2y + 2(1). 2%

La donnée de ces trois fonctions permet de construire la trajectoire
de facon paramétrique

* En coor. é indri s
OM(t) = p(t).2p(9(0)) + 2(1). 72
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a) Vitesse d’un point matériel

_Soient M, et M,, deux positions successives d’'une p
instants #, et ¢,. On définit la vitesse moyenne par:

articule aux

v
“//%M )";M —OM,
&=
—  AOM _ dOM
Vin.uanlnne‘ = hnl —_A_t_- = 7—
At —0

—
Le vecteur V est tangent & la trajectoire en tout point.

~ dans mouvement circulaire uniforme:

Par exempl:
o (2mt
X = R.cos(—-—T )

2w . (2m

(%:._.R—:,_ Jr;i "_,;T“
/ 1)

, 2 [ 21m)

y"']c.—,ﬂ. CO _'_."}

_ 1 i

———  27IR ,
= fjx" + y? == cte x'+y =R

ou T période(S) et R: rayon (m)

a vitesse n’est pas constante car la direction

Attention 1
e avec le temps, ¢’est uniquement la norme

du vecteur V chang
qui est constante.
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b) Hodographe du mouvement d’un point matériel M:

Considérons la figare ci- contre ot M se déplace sur la trajectoire C-

avec une vitesse quelconque V(M,r), M, M e M, sont
’ 1 ’ 2

dgs positions auxquelles correspondent les vitesses

L A - Y, _aux instants S . -} SR IfESpECHYﬁIllellL.SQiL i T
O un point fixe du repere fixe.

On appelle hodographe (H) du mouvement I'ensemble des

points : —
P extrémité des vecteurs O'P equlpolleuts aux vecteurs vitesses
V(M) ( O pole de I'hodographe; 0P = V(M) autrement dit
Phodographe du mouvement est la trajectoire des points P dans

Pespace des vitesses .
L hodogmphe permet d’étudier la vitesse V(M) plus facilement.

= v Y
-t
AL W . ‘
v 0
" Te
C T A \ hodooraphe
¢) Accélération (< 0 P'O\f-
V-V
(M) = ‘j:L accélération moyenne

— —>
AV ] AV~ d*(OM)
d ~ dr

— p

'Ybuunzaua(M) = lir 1[ Af
At—0

» 3 Uhodographe:

- accélération est la tangenie
sromité du vecteur vitesse.

c’est la courbe décrite par i'ex

- Paccélération n’est pas tangente a la trajectoire; elle est dirigée
dans le sens de la concavité. 42
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?="V"T | T ”“j" dr r(t) s—s*(t)

N d '/dv =
"——,-JT / a’.v] est un vecteur unitaire perpendiculaite a T.

~

- -y —
En effet,on a 7.7 =|T' =1 car T est un vecteur unitaire.

En dérivant par rapport a s, on obtient 2T. E =0,

ds

1
On se = . 7
n pose p __Hl avas) le rayon de courbure

eyl dr’ i
N—p—d; B=TAN
B0 |

dr

=4 iy dV ds(t)T a’s(f)dT

W= = a5t @l

= = 4V _dV

)= LIHT W=

dT_dT ds _ _ s i _dY T _ N
dt  ds dt di lm[ P

T _|Vl5. dyds .
@ p p

d’ou

- — s 1”}" : :_:, {.'d 2 .__’

par conséquent  y(M)=y= ij[};/ =S [i}tgi) T+ A(,‘L/_r)_N

o -4 .1-17 dviz
’}/ e 7/ g & — Ll

Cdt o dt p N

-_—

(M) }"" —7’11" Yx N
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d) Triedre de Frenet;

~ Au voisinage d’un point M- fecto] :
g 1 point M de la trajectoire, l'accélération-a pour-- - -

effgt dg modifier la courbure. En effet si y=0,V=cteet la
trajectolre est rectiligne. ’

R . ; T S i o e S RSP | By L. 8
c’est seulement si Paccélération est nulle que la trajectoire est

courbe : elle est toujours dirigée & l'intérieur de la courbure de la
trajectoire.

Localement, pour rendre compte des effets de I'accélération
Sur la trajectoire de la particule, on représente la portion de l1a
tra]ecgmre proche de M par un arc de cercle dont le rayon R est
appelé rayon de courbure. Ce cercle est appelé cercle osculateur.

-
B

Au point M, on définit un triedre de référence mobile
appelé triedre de trenet.
~d} o)
- T: dirige suivant V(Tangenta la trajectoire)
- N: pormal, dirigé vers le centre C de la courbure,
La direction de N est appelée normale.

“e - . . - ~ N —. = ﬁ .
- B:il est choisi de telie facon que le triédre (T, N, B) soit

direct, .
La directionde B est appelée binormale,.
2z -
R
o1 ® M 7.:’
>
B b
O’ : origine des abscisses curvilignes .
Twm = |OMl=s() OM =7
- _ds(z) - T il
V(n|==3~ V(M)=—=

«Bh e



1;&; définition , Pélément de longueur sur une co
5(t) et on obtient 3 formes différentes suivant la maniére dont le

... probléme est posé: équations paramétriques (x(1),y(),z(t).

Exemple
équations paramétriques (x(r), y(1))[(y(1) = f(x(t )]
et coordonnées polaires r=r(@); r=dr/dg

o T

ds(t) = V(r)’ +(§é—} de

Pour terminer la description de la trajectoire, il reste a
déterminer le rayon de courbure.

On obtient une expression utile pour les calculs en effectuant
le produit vectoriel des vecteurs V et 7. '

e A TR Ui - /2
VAT=IPIT A f”+iﬁ-m

= O+HV—H3.?/\ i-\?: ,Vz-.f?
P - P

YO 7 A |
VAH=1 p=R=phiy

p :rayon de courbure
) —1% c’est la courbure (cu Uexprime enn™)
* Cas particulier des courbes situées dans yn plan
Quand le probléme est plan, on exprime les composantes du
produit vectoriel en fonction des composantes x et y et de leurs

dérivées premieres et secondes.

Les vecteurs vitesse et accélération pour ont composantes:

: o 0

-;x ;x Vayl 0
Jl y o ae T
o) 0 xXYy—xy

urbe est égale d
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mouvements fondamentaux ;
lequel le rayon de courbure R est infini ( Yy = 0) et les mouvements

uniformes pour lequel le vecteur vitesse est constant.
Lorsque le rayon de courbure est infini et le vecteur vitesse est

constant , le mouvement est dit rectiligne uniforme.

e) Abscisse curviligne:

-
Sur la trajectoire, la quantité |V| représente la distance parcourue
par unité de temps, a cette distance on donne le nom de distance
curviligne car elle est définie sur une courbe qui peut présenter une
forme quelconque, Par définition, on appelle abscisse curviligne

s=s(t) la quantité:

ou y,.' et ¥, sont respectivement 'accélération
tangentielle et P'accélration normale, - =

Cette formule générale noys indique que:

" e =5 e
B ld (Oulposa-n te SU-ILIB.- blﬂ()Fm&le—B'esf-nuu'e’— EE e

- = -
-Les.veg teurs ¥V, T et N sont dans un plan osculateur de la
trajectoire,

d|V|  d*s(t
= %JJ = —E—Q est Paccélération tangentielle,
Elle ne modifie que la norme de Ia vitesse.

VIF _ (ds/dr)’ ,
= Y= M = (—ij- est 'accélération normale; elle modifie

p
la direction de la vitesse ( on Pappelle également accélératon

centripede)

Cette décomposition permet de distinguer deux types de
les mouvements rectilignes pour

s (B
E—”V”"\j(dr} ) "z

La résolution de cette équation différentielle donne la distance
parcourue sur la courbe entre les instants O et t par:

s(t) = 5(0) = |V (¢)]dt

28
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= g———s & est perpendiculaire a ¢,, dirige vers
Je sens des @ croissant

r=|OM] OM =r& V(M):ég;‘{:g.a:w%

—
ey~ Voo =GR
R

Dérivons la vitesse.

oo dV| _(dr_ [dOT e (48 ,drd6)s
?’(M)—;EL—(# r[dtJFJr(’ 7 T dt)e*’

-l

av -
P(M)=55| =7+

o

On peut remarquer que la composante transversale se met

sous la forme remarquable.

1 d(r2 9)

=

dt

~

iy
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g-1 Mouvement rectiligne
gl-1: mouvement rectiligne :

i~ définition; On appelle mouvement rectiligne uniforme un
mouvement dont la trajectoire est une droite pour lequel 1a
vitesse est constante.

ii-  Loi de mouvement r(t)

M _ 4 e :
Ve _3 ar _If :te d’ott la loi de mouvemen

i - Définition; c’est le mouvement dont la trajectoire est une
droite et pour lequel ’accélération est constante.

ii- Loi de mouvement de r(t)
D’aprés la définition on a:

N
YM)=Gm =3 =
d’ou par intégraticmn:

~-9 L, = - -l

V=x+V, V=V, 2 t=0

7(t) = %‘7‘42 + Vit +7, r=7r, at=0

.-. z
K.?> 0 — mouvement accéléré
V7¥<0 — mouvement retardé

Soit un point matériel qui décrit une trajectoire circulaire C de
rayon r =]OM La position de M est définie par § ou
S=RO=MM

~9%-



La vitesse angulaire du point Mest o= =
t

“Te' modiile de savitesse ( vitesse circonférentielle ) est donmee par

ds  do

;E-— ra}":rw

Oue rdonné i M =12
n coordonnées polaires OM =re,

oo dOM| _ daf _ d8o
74 ool o 2| (S
Vi) ==3A ="\, "&*

I- Vecteur vitesse de rotation

de valeur

On définit le vecteur de rotation @, ,porté par oz
alpébrique @ tel que le triedre (OM V,@) soit direct,.

Si on forme le produit vectoriel:

-3 - -4y
e, &, e,
-3 L) 5
wAOM=|0 O @ | = rake,
T 0 0)

— =3 Eea)
d’ot V(M)=wAO0M

fif’f'ime par un double produit

m est un pseudo vecteur, Car il est
Au tir bouchon.

vectoriel. Il est orienté suivant la régl

ii- Vecteur r accélération

- v A BAT
par définition y(M)= % = _(‘%E/iﬂ
R

ZEAV(M)-F——/\T
= 7y(M) + T(M)

. - —_—
DA 17( M) est dirigé suivant OM ( il a pour module @V(M)=rew*)

72
doit 7y (M)=-ro" = J’-;( de valeur algébrique) .

_99._
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alors que y, (M) = ((T(;) Ar (de valeur algebnque d(w.r) g_[/l_ gg |

Td T d
est dirige suivant la tangente (support du vecteur vitesse V), car

do = iw'é: =8 Ao
v AOM = (dr)AOM—i)—e/\OMm%AOM

{D gy — 'I
T AOM car e, estfive dans R !

=0 -_ - -
or, e, AOM | est un vecteur paralléle a la vitesse V donc
parallele a T.

donc &% A OM = lez A OM"T r. T
do = do=

d’ot — e
ou e AOM = Id T

- _ M S 1) Joe oo
ainsi y( M)=ro’N+r——T ;N vecteur unitaire

dt
dirigée suivant A?g

Le mouvement circulaire est dit uniforme si V est constante.
- f 4 e s = : e &
Dans ce cas y(M) se réduit & y,(M) (normale ou centripéde)

g-3 Mouyvemeni hélicoidal

Il s’agit du mouverment résultant de la composition d’un
mouvement plan circulaire uniforme et d’une translation rectiligne
normale au plan du mouvement précédent. Le mobile se meut donc
sur un cylindre de rayon R{rayon du cercle) et trace une hélice dont

les équations parameétriques,

¥ = R coswt
y=R.sinwt
z=Kwt

Ou la translation se fait dans la direction Oz perpendiculaire
au plan xOy.

W est la vitesse angulaire du mobile.
K est constant, t = temps
En dérivant / temps

-0~



. Vx = --Rw.sinwt

V(M)=|Vy= Rw.coswt

S e R~ e OSSRV | - % (11

B ¥x =—Rw?* coswt
Y(M)=|yy=—Rw*sinwt
’}q = APZ

/‘./
(.-/

——
?

Plainl W8

-~ N H

/ /"
fs._./ﬂ )--- o
- "‘),

Le pas de I’hélice (distance séparant deux positions
successives du mobile sur une méme génératrice) est:

H = Kl = Kw == 27K

et son rayon de couburep peut se calculer en écrivant:
y= 1y =V/p=wR
avecV? = Vix+Viy+ Vg
doi p=R+K*R

[I-3 Changements de véférenticls, composition
Qes mouzemegﬁ

3-a) Introduction:

Jusqu'a présent, on a supposé que le
mouvement dun point matériel était décrit par
rapport & un repére fixe . En fait, on peut définir
un mouvement par rapport & un repere quelconque
lui méme en mouvement par rapport a un repére

fixe,.

Exemple: mouvement d'une personne dans le train
,puis mouvement du train par rapport a la

terre.

e
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deux reperes dont le premier est fixe et_ le deuxiéme
J1nobile, On les appelle respectivement absoluet -
relatif.

R est en mouvement quelconque par rapport R .

Soient R=R(0,2.,2,2,) et R =R (0,2,

3-b)) Compaosition des vitesses:

Considérons un mobile M dont le mouvement peut

étre repéré par rapport & R ou R Nous appelerons
mouvements absolu et relatif, les mouvements de

M respectivement par rapporta R et R .

——)

Dans R, OM xe, + ye +ze

Dans R, OM' =% Z. +y' Z:. +z ei

Par définition la vitesse absolue de M est donnée
par :

s )
(?KMJ\ g5’ @i am
-~—~—J =xe, +ye, +ze,
R

dt
) =(d€) _3
. \dt /i

car ¢,e, et e, sont fixes dans R

-5
de

x),_(d?y
Y

dt

Par Notons que: (

On remarque gque

VQ(M/R)"(dCM\

1t /r
——") +z(dz‘) Xe, +ye, +7
dt J, 9 el R

) =55

Le terme X ? + )',' ? +7 E’ représente la vitesse du
point dans le referenhel relatJI on 'appelle vitesse

relative et on la note V (M/R')
La vitesse absolue s'écrit alors:

— —_
{d00" dO'M
—————— ' dt

R i R

de
dt

100
dt

-2 -



On définit la vitesse d’entrainement du robile M
par:

e dOO' de de, de,
V M Y i
(#)= ( dr ),,”(dt) +y(dt),,+z(dt)

11 vient .Que : __‘
V.(M/R)= V.(M/R)+Y, (M)

—3
Interprétation de la vitesse d'entrainement : V., (M)

dO0'
(*;(—{) représente Ia vitesse du point O" par
(l R

rapport @ R . C'est pourquoi on Ja note V( 0'/R).

Considérons un point N fixe dans R et quia a
I'instant t choisi coincide avec le point M.
Rappelons que le point M est mobile dans R.

P |

Soient O' N = xNe + vNe +zN . alinstant t
p—t —~ - -~
et OM=x'(t)e, +¥ (t)e, +Z'(t)e,

Calculons la vitesse absolue du point N.

- AORY\ 1400 (dON
vm=(1) <[©0) 4[LH)

3 L{t /R Jr

or )’C.N i )‘-,rN - z;'N =() car le point N est fixe dans R'.

i

— =
R =T (20 ) ) e
V.(M/R)=V (MjR) + (dt Kk ﬂ\dt K&

N

-

-3
e‘ +Z 1€_.

- dé-b" i dé—: de de -4 L] -
= —— 5 R T 3 S
V.(N/R) ( dt )R+x‘v( dt ) J”( dt } ""( dt J:’x € TY e,

N



il vient que :
=3 400N (e (de N L[4
VI(N/R)=|— | + el | e N
d( /_ ) ._.[ dt ) xN( (RJR, _F y”[ dt..l:.fﬁLdL I e

- U Y / 4 Sy &, B M

el -
on déduit que V,(N/R)=V,(M) alinstant t. D'ou
le théoréme:

M est la vitesse

Théoréme ; La vitesse d'entrainement de
I'instant t

absolue qu'aurait un point N fixe dans R quia
serait en coincidence avec le mobile M.

Dérivée d’'un vecteur par rapport au temps . relative !

aR.etda R:
Soit ¥ un vecteur €n
démontre la relation fondamentale appelé

de Bour donnée par :

du dit -4 ~»
(%) =(5), +Bwn

dt
_"b '
2, p-€st 1a vitesse de rotation du repére R par
rapport a R.
Le résultat a une trés grande importance pratique.

Il permet , connaissant les composantes d'un

-0 ' 2 .
vecteur z dans de R, de déterminer les
composantes dans la base R de sa dérivée relative

mouvement quelconque, 01
e formule

4 une aufre base K.

. 15 . . & ' ‘
En particulier si # appartienta R ( fixe dans R)
alors

(5‘5) Lal o
dt R

en particulier pour les vecteurs unitaires de la base R':

dé:. =y | - de., oy -
(-E‘_ R - Q""/R Aey i & QR'/R Ae, et
R




d ou 1;1 vitesse d entramernent S ecﬂt
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3-c¢) Composition des accél ions:

Par définition, on appelle accélération absolue
(M/R) dans R . Elle s'écrit :

oun(408) (255

7 (M/R) = (dV(M/R')) F(arv,(M‘))
dt y dt o
7 (MIR) =, (M/R) +7.(00) +7.(")

"V7
avec y (M/R") (d M) ) qu'on appelle
accélération relative.
TC(M)Zzgm (M/R')

qu’on appelle accélération de Coriolis.

1) | lﬁ: /R e g"z"" oy py.
y(M) C),fr‘ 3 N ANO'M+ R'/RA(QR'/RAOM)
\ /R

a

qu'on appelle accélération d’entrainement.

B



